ГЛАВА 6. ОПТИМАЛЬНОЕ БЫСТРОДЕЙСТВИЕ

Изложены методы решения задачи оптимального быстродействия линейных и нелинейных систем при наличии фазовых и интегральных ограничений, а также ограничений на значения управления. Предлагается принцип погружения, который позволяет свести исходную задачу оптимального быстродействия к специфической задаче оптимального управления процессов со свободными правыми концами траектории. Получены необходимые и достаточные условия разрешимости задачи быстродействия и разработан конструктивный метод построения задачи оптимального быстродействия.

ЛЕКЦИЯ 26. ОПТИМАЛЬНОЕ БЫСТРОДЕЙСТВИЕ ЛИНЕЙНЫХ СИСТЕМ I

Постановка задачи. Рассмотрим задачу оптимального быстродействия: минимизировать функционал
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с краевыми условиями
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при наличии фазовых ограничений
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а также интегральных ограничений
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ограничения на значения управления


[image: image8.wmf]{

}

I

t

в

п

R

t

V

t

u

R

I

L

u

U

t

u

m

m

Î

Ì

Î

Î

·

=

Î

.

.

)

(

)

(

/

)

,

(

)

(

)

(

2

.              (7)

Здесь A(t), B(t) – матрицы порядка 
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В частности,
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Ставятся следующие две задачи:

Задача 1. Найти необходимое и достаточное условия существования решения задачи оптимального быстродействия (1) – (7);


Задача 2. Найти оптимальное управление 
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Заметим, что, в частности, состояния 
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Принцип погружения. Рассмотрим интегральные ограничения (5). Введем вектор функцию 
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где 
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Теперь исходная задача (1) – (7) с учетом (8) – (10) запишется в виде: минимизировать функционал
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где матрицы
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Введем следующие векторы и матрицы
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Теперь задача оптимального быстродействия (11) – (14) имеет вид: минимизировать функционал
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Наряду с дифференциальным уравнением (16) с краевыми условиями (17) рассмотрим линейную управляемую систему
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Пусть матрица 
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Решение дифференциального уравнения (19), соответствующее управлениям (22) – (24), имеет вид
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Доказательство. Решение дифференциального уравнения (19) имеет вид
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Рассмотрим краевые задачи (16) – (18) и (19) – (21).


Лемма 1. Пусть матрица 
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где функция 
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Доказательство. Пусть множества
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Пусть выполнены соотношения (33) – (39). Покажем, что краевая задача (16) – (18) имеет решение. Действительно, как следует из теоремы 1, краевая задача (19) – (21) имеет решение тогда и только тогда, когда 
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Пусть краевая задача (16) – (18) имеет решение. Покажем, что выполнены соотношения (33) – (39). В самом деле, краевая задача (16) – (18) имеет решение тогда и только тогда, когда 
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Следствие. Задача оптимального быстродействия (1) – (7) равносильна следующей задаче: минимизировать функционал
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при условиях
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где функция 
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Доказательство непосредственно следует из леммы 1, в самом деле, значение 
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Следует отметить, что задача оптимального быстродействия (1) – (7) равносильна задаче (15) – (18). Следовательно, для существования решения задачи оптимального быстродействия (1) – (7) необходимо и достаточно выполнение (41) – (44).
ЛЕКЦИЯ 27. ОПТИМАЛЬНОЕ БЫСТРОДЕЙСТВИЕ ЛИНЕЙНЫХ СИСТЕМ II
Принцип погружения. Рассмотрим следующую задачу оптимального управления: минимизировать функционал
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при условиях
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Переход от исходной задачи (2)–(7) (или (16)–(18)) к задаче оптимального управления (45)–(49) назовем принципом погружения.


Следует отметить, что:

1. В отличие от краевой задачи (2)–(7) с фазовыми и интегральными ограничениями, задача оптимального управления (45)–(49) является задачей со свободным правым концом траектории.
2. Необходимым и достаточным условием существования решения краевой задачи (2)–(7) является равенство нулю значения функционала 
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3. Значение функционала 
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 Если 
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, то сложная краевая задача (2)–(7) имеет решение.
4. Для того чтобы задача оптимального быстродействия (1)–(7) имела решение, необходимо и достаточно, чтобы краевая задача (2)–(7) имела решение.
5. Принцип погружения позволяет сформулировать теорему существования решения задачи оптимального быстродействия и предложить конструктивный метод проверки существования оптимального управления.


Существование решения. Рассмотрим решение задачи 1 о существовании оптимального управления для задачи (1)–(7). 


Пусть пространство
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Пространство Н – гильбертово. Введем  следующие обозначения:
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Для оптимизационной задачи (45)–(49) управлением является вектор-функция
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Обозначим через 
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Рассмотрим следующую задачу оптимального управления: минимизировать функционал
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при условиях
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Оптимизационная задача (50)–(52) отличается от   (45)–(49) тем, что вместо пространств 
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Пусть множество 
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Лемма 2. Пусть матрица 
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Доказательство. Задача оптимального быстродействия (1)–(7) имеет решение тогда и только тогда, когда краевая задача (2)–(7) с фазовыми и интегральными ограничениями и ограничениями на значения управления имеет решение для некоторого значения 
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Таким образом, для существования решения задачи оптимального быстродействия необходимо:
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Задачу оптимального управления (50)–(52) можно записать в виде: минимизировать функционал
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Лемма 3. Если 
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– выпукло и замкнуто. Лемма доказана. 


Лемма 4. Функционал (53) при условиях (54) является выпуклым.
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в силу соотношений (55), (56). Отсюда следует, что функционал (53) при условиях (54) является выпуклым. Лемма доказана.
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Лемма 6. Производная 
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Как следует из леммы 6, верна следующая лемма.


Лемма 7. Частные производные функции 
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Доказательство леммы непосредственно следует из леммы 6.

Теорема 2. Функционал (53) при условиях (54) непрерывно дифференцируем в смысле Фреше, градиент функционала
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Доказательство. Поскольку 
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Приращение функционала 
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в силу (60), (62). Теперь приращение функционала (63) может быть представлено в виде 
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Отсюда следует (57). Первое утверждение теоремы доказано.


Так как (см. гл. 3)
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Тогда 
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Отсюда следует оценка (61). Теорема доказана.
ЛЕКЦИЯ 28. ОПТИМАЛЬНОЕ БЫСТРОДЕЙСТВИЕ ЛИНЕЙНЫХ СИСТЕМ III
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Алгоритм построения последовательностей 
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2. Находится решение дифференциального уравнения
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Пусть 
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3. Определяется решение сопряженной системы
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Пусть 
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4. Вычисляется градиент 
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5. Строится следующее приближение 
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Из (65), (66) при 
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Умножив данное неравенство на (–1)  и полагая 
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Из (65) – (68) следует, что
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Заметим, что множество X слабо бикомпактно, 
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Итак, в слабо предельной точке 
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[image: image436.wmf])

(

1

q

J
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Заметим, что верна следующая оценка (см. (67), (69))
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Отметим, что: 1. Для любой начальной точки 
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2. Для построения решения задачи оптимального управления (53), (54) необходимо найти точку 
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4. Для построения решения задачи оптимального управления (53), (54) необходимо найти последовательность 
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Рассмотрим следующее семейство задач оптимального управления: минимизировать функционал
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при  условиях
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где числовая последовательность 
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Теорема 4. Пусть моменты времени 
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2. Для любого 
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вычисляется по формуле
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На основе формул (74) – (76) строим последовательности 
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Теорема 5. Пусть выполнены условия теоремы 4, последовательность 
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3. Справедливы следующие оценки
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4. Последовательности 
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Построение оптимального решения задачи (1) – (7). Предлагается следующий алгоритм построения оптимального решения задачи быстродействия (1) – (7).
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Повторяя данную процедуру, можно со сколь угодной точностью найти значение 
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Пример. Минимизировать функционал
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Для данного примера
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В векторной форме задача оптимального быстродействия (78) – (81) запишется в виде
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1. Принцип погружения. Линейная управляемая система (19)–(21) имеет вид
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Вычислим следующие векторы и матрицы
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Задача оптимального управления (53), (54) имеет вид
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2. Градиент функционала. Вычислим частные производные
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3.  Минимизирующие последовательности. Строим последовательности
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Оптимальная траектория для задачи (78) – (81):
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Эти результаты совпадают с результатами, полученными с помощью принципа максимума Л. С. Понтрягина.
ЛЕКЦИЯ 29. ОПТИМАЛЬНОЕ БЫСТРОДЕЙСТВИЕ НЕЛИНЕЙНЫХ СИСТЕМ I
Постановка задачи. Рассмотрим задачу оптимального быстродействия следующего вида: минимизировать функционал 
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Ставятся следующие задачи:


Задача 1. Найти необходимые и достаточные условия существования решения задачи оптимального быстродействия (1)–(7);
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Теперь задача (1)–(7) запишется в виде: минимизировать функционал 
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при условиях
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Рассмотрим линейную управляемую систему
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Введем следующие обозначения
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Теорема 1. Пусть матрица 
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Решение дифференциального уравнения (12), соответствующее управлениям 
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Доказательство. Функция 
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Доказательство. Из теоремы 1 следует, что краевая задача (12), (13) имеет решение тогда и только тогда, когда 
[image: image733.wmf]1

1

W

t

w

Î

)

(

, 
[image: image734.wmf]2

2

W

t

w

Î

)

(

. В частности, если выполнены соотношения (18), то функция 
[image: image735.wmf])

(

)

(

t

t

y

x

=

, 
[image: image736.wmf]I

t

Î

. Отсюда следует, что (18) равносильна краевой задаче (10), (11). Верно обратное утверждение. Лемма доказана.


Рассмотрим следующую задачу оптимального управления: минимизировать функционал 
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при условиях 
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где функции 
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Отметим, что: 1. Задача оптимального быстродействия (1)-(7) имеет решение тогда и только тогда, когда для некоторого 
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Переход от исходной краевой задачи (2)-(7) к задаче оптимального управления (19)-(22) со свободным правым концом траектории назовем принципом погружения.


Существование решения.  Рассмотрим решение задачи 1. Введем следующие обозначения
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Теорема 2. Пусть матрица 
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ЛЕКЦИЯ 30. ОПТИМАЛЬНОЕ БЫСТРОДЕЙСТВИЕ НЕЛИНЕЙНЫХ СИСТЕМ II
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Теорема 3. Пусть матрица 
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Доказательство. Множество X – слабо бикомпактно, функционал (19) при условиях (20) – (22) слабо полунепрерывен снизу. Следовательно, на множестве X достигается нижняя грань функционала. Так как 
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Теорема 4. Пусть выполнены условия теоремы 2, множество 
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Доказательство. В отличие от теоремы 3, в условии теоремы 4 отсутствует требование на выпуклость функции 
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Построение оптимального решения. Рассмотрим решение задачи 2. Для построения решения оптимального быстродействия (1) – (7) необходимо найти последовательность 
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при условиях (20) – (22), где последовательность 
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Теорема 5. Пусть выполнены условия теоремы 2, функция 
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3. Градиент 
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Доказательство теоремы аналогично доказательству теоремы 2. На основе формул (28) – (30) строим следующие последовательности
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Теорема 6. Пусть выполнены условия теоремы 5, последовательность 
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3. Справедливы следующие оценки скорости сходимости
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Доказательство теоремы аналогично доказательству теоремы 3.


Теорема 3. Пусть выполнены условия теоремы 6. Тогда последовательность
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Доказательство теоремы аналогично доказательству теоремы 5 из лекции 29.


Сформулируем алгоритм построения оптимального решения задачи (1) – (7):
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Пример. Рассмотрим задачу оптимального быстродействия следующего вида: минимизировать функционал
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при условиях
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с краевым условием (закрепленными концами траектории)
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при наличии фазовых ограничений
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а также интегральных ограничений
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ограничение на значение управления
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Система дифференциальных уравнений (33) может быть представлена в виде
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то фазовое ограничение (35) запишется в виде
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Как следует из ограничения (37), множество
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Теперь задача оптимального быстродействия (32) – (37) запишется в  виде
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Линейная управляемая система (12), (13) для данного примера имеет вид
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Задача оптимального управления (19) – (22) запишется в виде:
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2. Градиент функционала. Градиент функционала (44) при условиях (46) – (50) имеет вид
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3. Минимизирующая последовательность. Последовательность 
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4. Оптимальное решение. Можно показать, что для значения 
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Решение исходной задачи (32) – (37) имеет вид
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